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Inleiding

De construeerbaarheid (met passer en liniaal) van een regelmatige 5- en 10-hoek is bepaald door de
construeerbaarheid (eveneens met passer en liniaal) van hoeken van 36° en 72°.

In hetgeen volgt onderzoeken we die construeerbaarheid op basis van rationale vergelijkingen. We
berekenen daarmee de goniometrische verhoudingen sinus en cosinus van deze hoeken.

We geven allereerst enkele afleidingen van daarbij te gebruiken goniometrische identiteiten.

Goniometrie
We onderstellen de volgende identiteiten bekend:

- sin(axb)=sinacosb+tcosasinbd
- cos(atb)=cosacosbFsinasinb

We hebben dan (met b = a):

sin2a =sinacosa+cosasina cos2a = cos’ a—sin’ a
=2sinacosa en =2cos’a—-1=1-2sin’a

Vervolgens kunnen we afleiden:

sin3a =sin(2a +a) =sin2acosa +cos2asina
=2sinacos’ a+(1—2sin’ a)sina sin3a = (3 —4(1-cos’ a))sina
A . 2 . . 3 of ook wel: 5 )
=2sina(l—sin” a)+sina —2sin’ a =(4cos’a—1)sina
=3sina —4sin’ a

n

cos3a =cos(2a+a) =cos2acosa—sin2asina
=(2cos’ a—1)cosa—2cosa(l-cos’a)  of ook wel:
=4cos’ a—3cosa

cos3a = (4(1 —sin® a)— 3) cosa

=(1-4sin*a)cosa

En uit het bovenstaande vinden we dan:

sinSa =sin(3a + 2a) =sin3acos2a + cos3asin 2a
=(3sina—4sin’ a)(1-2sin’ a)+(1—4sin’ a)cosa-2sinacosa
=3sina—10sin’ a +8sin’ a+2sina-(1-4sin’ a)(1-sin’ a)
=5sina—20sin’ a +16sin’ a

en ook

cosSa =cos(3a+2a) =cos3cos2a—sin3asin2a
=(4cos’ a—3cosa)(2cos’a—1)—(4cos’ a—1)sina-2sinacosa
=8cos’ a—10cos’ a+3cosa+2cosa-(4cos’a—1)(cos’ a—1)
=16cos’ a—20cos’ a+5cosa

De laatste twee identiteiten gebruiken we in de volgende paragrafen.

sin 36° en sin 72°
Stellen we nu @ =36° en x = sin 36°, dan is:
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sin180° = sin(5-36°) =16x° —20x” +5x =0 (1)
Overigens geldt ook sin360° =sin(5-72°) =0, zodat we uit (1) de waarden van sin 36° en sin 72° moeten
kunnen vinden.

Verder is 0 <x < 1, zodat we vinden: 16x* —20x* +5=0 ()
Vergelijking (2) laat zich schrijven als:

64x" ~80x> +25=5
8x*-5)=5

zodat:

o 5+45 10£245

8 16
We vinden dan uit (3) wegens sin 36° < sin 72°:

sin36°=14/10-2+/5 en sin72°=1410+2/5 @)

3)

cos 36° en cos 72°
A. Analoog hebben we, nu voor a =36° en x =cos36°:
c0s180° = cos(5-36°) =16x" —20x° +5x =—1
of
16x° —20x° +5x+1=0 )
Nu is x = -1 een oplossing van deze vergelijking (immers, — 16 + 20 — 5 + 1 = 0). Na deling door (x + 1)
gaat (5) over in:
16x* —16x° —4x* +4x+1=0
(4x* =2x-1)=0
zodat:
L 2E4416 1++/5
8 4
Uit (6) vinden we dan:

c0836°=1(1/5+1) (7

(6)

B. Stellen we a =72° en x =cos72°, dan vinden we:
c0s360° =cos(5-72°) =16x" —20x” +5x =1
of
16x° —20x° +5x-1=0 ®)
Aan deze vergelijking voldoet x = 1 (immers, 16 —20 + 5 — 1 = 0). Na deling door (x — 1) gaat
vergelijking (8) over in:
16x* +16x° —4x* —4x+1=0
(4x* +2x-1)=0
zodat nu:

244416 —1£+5
e 8 T4 ©)

Uit (9) vinden we:
cos72°=1(x/5-1) (10)
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