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1. Afbeelden

Om een juiste indruk (afdruk, of een juist beeld) van 3-dimensionale figuren te krijgen (hetzij op
papier, hetzij op beeldscherm) is het noodzakelijk deze figuren af te beelden (te projecteren) op
een plat vlak. In hetgeen volgt wordt de belangrijkste afbeeldingsmethode behandeld: de scheve

projectie.

Definities

1. Onder de orthogonale projectie P, van een punt P op een vlak V verstaan we
het voetpunt van de loodlijn uit P op V.

2. Doorloopt het punt P een ruimtelijke figuur L, dan is de meetkundige plaats

van de orthogonale projectie ) van P de orthogonale projectie van de figuur L.

- De orthogonale projectie behoort tot de klasse van
zogenoemde parallelprojecties.

Het is ook mogelijk een figuur L op een vlak V te
projecteren met lijnen die een vaste richting hebben
(niet loodrecht op V). Een dergelijke projectie noe-
men we scheve projectie (ook wel scheve parallel-

projectie).

De vaste projectierichting wordt meestal bepaald
Py door een rechte lijn of door het geven van een ruim-

telijk punt P en het daarbij behorende beeldpunt P,
/ in het platte vlak V.

We gebruiken bij de afbeeldingen twee loodrecht op elkaar staande vlakken #, het horizontale

vlak, en T, het tafereel. We bekijken dan een orthogonale projectie op # en een scheve projectie

opT.

In de figuur hiernaast is de scheve projectie in de
richting van de lijn / (bepaald door Q niet in # of
T, en Q, wel in T) ook toegepast op het punt P.
De lijn s is de snijlijn van de vlakken # en T.

De orthogonale projectie van P op # is P, en de
scheve projectie van P op Tis P,.
Nu is:

PPy 1 Hen QQ; L H, zodat PPy /1 QO
De punten A en B liggen z6 op de snijlijn s van H
en T, dat: PALsen QB Ls

Scheve projectie -1- Copyright © 2008 PandD Software, Rotterdam (NL)


mailto:dklingens@pandd.nl

De lijn s staat daarmee loodrecht op de vlakken AP\PP; en BQ1QQ,, waardoor die vlakken even-

wijdig zijn.

2.Van Hnaar T

We zullen in eerste instantie alleen scheve projecties bekijken van punten van # op T.

Daarbij introduceren we een tweede afbeelding van # op T, namelijk een rotatie (over 90°) van
de punten van # om de snijlijn s van # en T (het roteren wordt ook wel neerslaan genoemd).

Het beeldpunt van het punt P, gelegen in het vlak # bij
deze rotatie geven we aan met P, en de projectie van P
op de snijlijn s van # en T met P.
Merk op dat hierdoor PP, = P\ P,.
Het beeldpunt van P bij de scheve projectie op T geven

we aan met P,.

Het scheve beeld B, van een punt B van PP is te vinden
als snijpunt van het vlak T met een lijn die evenwijdig is
met /.

Deze projecterende lijn is gelegen in het vlak PP, P,.

De scheve projecties van de punten van de lijn PP, liggen dus op de lijn P\ P..

Py

In de figuur hiernaast is alleen het vlak T weergegeven met
daarin de lijn s en de punten P, P, en P,.

Driehoek PiP,P, is de projectiedriehoek van het punt P, de

breuk &= % is de verkortingsverhouding en de hoek P,P, P,

is de zogenoemde wijkhoek, vaak ook aangegeven met ®.

De projectierichting van de scheve projectie van een punt 2 in # kan nu op de volgende manie-
ren worden aangeven:
< b . . . .
- we geven de ‘neergeslagen’ projectie P, van punt P samen met de scheve projectie P, ervan;
- we geven de projectiedrichoek van P
- we geven de wijkhoek ® en de verkortingsverhouding 4.

Wanneer we twee punten P en Q
van H scheef projecteren op T, dan
hoort bij elk van die punten na-
tuurlijk een projectiedrichoek. We
zullen hieronder laten zien dat die
drichoeken gelijkvormig zijn.

En daaruit volgt dan dat voor elk
punt van H bij de scheve projectie
van H op T dezelfde waarden van 4

en o horen.
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In de figuur hierboven snijdt de lijn PQ de snijlijn s van de vlakken # en T'in het punt A.

Bij de scheve projectie van PQ gaat het beeld ,Q, van PQ uiteraard door A (het punt A wordt op
zichzelf afgebeeld). De neergeslagen projectie P,Q, van PQ gaat natuurlijk ook door A.

We hebben reeds eerder gezien dat de vlakken PP\P, en QQ;Q, evenwijdig zijn. Daaruit volgt
dan: PP QiQ,

s P Q A

Omdat de zijden van de driechoeken PP1P; en QQ;Q, twee aan twee evenwijdig zijn volgt ook di-
rect: APP1P2 ~ AQQl Qz (}Jl?)

hh _ QQ , en dus ook: £ = Ahh _ QQ

PR QQ hp, QQ,

De verkortingsverhoudingen bij de scheve projectie van de punten P en Q zijn dus gelijk.
Omdat PP, /1 QiQz en PiP, /1 Q:1Q,, zijn ook de hoeken P,PP; en Q,Q1Q: gelijk, zodat inder-
daad: AP,,Plpz ~ AQan Qz (th)

zodat:

3. De scheve projectie van een vierkant

We bekijken vervolgens de scheve pro-
jectie op het vlak T van een vierkant
ABCD dat gelegen is in het vlak #.

We hebben gezien dat de snijpunten van
de ‘overeenkomstige’ zijden van origi-
neel en scheve projectie op de lijn s lig-
gen:
P=AB& AB, Q=BC&B.C,
R=CD&C,D,, S=DA&D,A,

Wanneer we het vierkant ABCD in
grootte en ligging gegeven denken in
het vlak T (in de figuur hiernaast als
A,B,C,D,), dan hebben we in dat vlak
een configuratie als in de hiernaast
staande figuur.
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Is A.B,C,D, het in H vastgelegde en in T neergeslagen gegeven vierkant, en is ook het punt A, ge-
geven, dan kunnen we het punt B, construeren door het snijpunt P van A,B, met s te verbinden
met A, en B,B, evenwijdig met A,A, te trekken.

Het punt C; vinden we door het snijpunt Q van B,C, met s te verbinden met B, en C,C, even-
wijdig met 4,4, te trekken. Analoog vinden we het punt D; via het punt R.

Op basis van deze constructie is nu eenvoudig in te zien dat de scheve projectie 4,B,C,D, van
ABCD een parallellogram is.

Het snijpunt S van de lijnen A,D, en A,D;, ligt uiteraard ook op de lijn s.

Voorbeeld
Construeer de scheve projectie van driechoek ABC (in # gelegen) op T waarbij
k=Y en =060

Omdat de driechoek gelegen is in #, kunnen we uitgaan van de in T liggende (neergeslagen) drie-
hoek A,B,C.,.

Bij het punt A, construeren we nu allereerst de projectiedriehoek A,414, door A,A; loodrecht op
de lijn s te tekenen en £ A,A14; = 60° te maken. Verder is daarbij 414, = Y2 - A,A..

Q 5 Ay R r

Het snijpunt P van A,B, met s verbinden we met A,, evenals het snijpunt R van A,C, met s.
De lijn B,B,, door B, evenwijdig met A,A,, snijdt dan PA, in B,, en de lijn C,C,, door C, even-
wijdig met A,A,, snijdt de lijn RA; in C,.

Opmerking. Als controle op de constructie kunnen we ook het snijpunt Q van B,C, met B,C,
construeren. Het punt Q moet dan op s liggen. .
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4. Scheve projectie van niet in ¥ gelegen figuren

We zullen in deze paragraaf allereerst de projectie op
T bekijken van een nier in het vlak # gelegen punt
P.

De loodrechte projectie van P op His P'= Q.
Omdat Q in # ligt, kunnen we conform het hier-
voor behandelde de scheve projectie Q, van Q op T
vastleggen; bijvoorbeeld door het geven van de pro-
jectiedriehoek Q,Q1Q, van Q in het vlak T.

Omdat de lijn PP'= PQ evenwijdig is met T, geldt
voor de projectie P, Qu:

Q. 1/ PP’
Vierhoek P'PP,Q; is daarmee een parallellogram, zo-
dat ook: P,Q, = PP’

Is dan de afstand van het punt P tot het vlak # bekend, dan kunnen we bij gegeven Q. de projec-

tie P, van P op T construeren.

Voor de constructie van de scheve projectie op T van ruimtelijke figuren gaan we er voor punten
die niet in # gelegen zijn, van uit dat de afstand van die punten tot # uit de overige eigenschap-
pen van de figuur afgeleid kunnen worden.

Voorbeeld 1
Construeer de scheve projectie van de kubus ABCD.EFGH waarvan het grond-
vlak ABCD gelegen is in # en waarbij #= Y5 en o = 60°.

We construeren eerst de scheve projectie van
het grondvlak ABCD, te weten A,B,C,D.

Omdat AE 1 H (en dus ook L ), is A,E, /] AE,
zodat A,E, L 5.
En omdat AE = AE, is, kan ook de ligging van

het punt £, in T worden geconstrueerd.

Daarna kan de projectie van het bovenvlak
worden geconstrueerd, omdat de ribben van

het bovenvlak evenwijdig zijn met die van het

grondvlak.

B,
Voor de daadwerkelijke constructie in T gaan we uit van een in T gelegen vierkant 4,B,C,.D, en

de positie van de scheve projectie A> van het punt 4, die gevonden wordt met behulp van de pro-

jectiedriehoek A,A14; waarvan £ A,A1A4; = 60° en k = 22 =1.
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Voorbeeld 2

Construeer de scheve projectie van het viervlak ABCD waarvan het grondvlak
ABC in H ligt, waarbij de projectie £ van D op ABC een (gegeven) punt is van
de hoogtelijn AF uit A in drichoek ABC (de lengte van het lijnstuk DE is gege-
ven). De projectierichting is vastgelegd via een projectiedriechoek.

Construeer ook de scheve projectie van de loodlijn AG uit A op het vlak BCD.

D,
D E
Q 5 P=G
G
F,
2
AZ N '@ . i
~ - ~
~ ~
. N B, . C,
“ Lo .
~ B
~ ot ~
A S A
s St h
o SN “ F,
~
Ay E, .
N
~
~
.
~
.
~
"

B,

n

We kiezen de ligging van driechoek A4,B,C, in T zo, dat B,C, loodrecht staat op de snijlijn s van #
en T. Op basis van de projectiedrichoek van het punt C (drichoek C,CiC5) kunnen we dan drie-
hoek A;B,C, construeren; daarbij is gebruik gemaake van de snijpunten P en Q van opvolgend de
lijnen B,C, en A,B, met de lijn s.
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In de stereometrische figuur (hierboven links) is nu AF L BC en DE 1 BC. De lijn BC staat daar-
door loodrecht op het vlak AFD door AF en DE. De loodlijn AG op het vlak BCD is dus ook ge-
legen in dat vlak, en daarbij is G gelegen op DF.

In T kunnen we nu F, construeren als voetpunt van de loodlijn uit 4, op B,C, (daarbij is
A,F, I1's). Het punt E, kiezen we dan als gegeven punt op het lijnstuk A,F,.

De punten £; en F, kunnen nu eveneens met behulp van de projectiedrichoek worden geconstru-
eerd.

Het punt D, ligt dan in T op de loodlijn op s door E,, en wel z4, dat D,E, = DE. Daarmee is de
scheve projectie van het viervlak ABCD voltooid.

Omdat A.F, I/ A,F,, is het vlak AFD evenwijdig met de lijn 5. Het punt G, is dan te construeren
als het voetpunt van de loodlijn uit A, op D,F, (we zien het vlak AFD in ware grootte in de scheve
projectie). .

Voorbeeld 3

Construeer in een scheve projectiefiguur van de kubus
ABCD.EFGH het gemeenschappelijke loodlijnstuk, de
afstand, 77" van de lijnen CG en HM, waarbij M het
midden is van ribbe BC.

Neem daarbij # = Y2, ® = 60° en AB// s.

Nb. In de projectiefiguur zijn de indices 2 van de sche-

ve projectie van de kubus in T weggelaten.

H G De reeds eerder gebruikte constructiemethode, hier
| met de projectiedrichoek van het punt D, is toegepast
E " : om de scheve projectie te construeren.

: Merk daarbij op dat de lijn AB// 5, omdat A,B, even-

| wijdig met s gekozen is.

| ,
£ i :VT 2 Voor de afstand tussen de lijnen HM en CG projecte-
D ¢ ren we CG loodrecht op het vlak HDM.
sioM De projectie S7" daarvan is dan evenwijdig met CG,
A BN \ omdat CG /| HDM.
D, . ¢. Delijn door 7'// SC geeft nu op CG het punt 7'
A i N o Het lijnstuk 77" is daarmee de gevraagde afstand tus-
\‘\ \\\ N \‘\ sen de beide kruisende lijnen.
o \‘fn 2, Voor de constructie van de punten S en M is even-
. N eens gebruik gemaakt van de projectiedrichoek van
het punt D, uitgaande van de punten S, en M, in het
4, B, vlak T.

Opmerking. De scheve projectie van ABCD.EFGH zoals hierboven is weergegeven (met £ = Y5,
o = 60°, AB// 5), wordt meestal in de ruimtemeetkunde gebruike. .
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5. Tot slot - Affiniteit

We bekijken de figuren in het vlak T nu vanuit een iets ander standpunt, namelijk vanuit de
viakke meetkunde.

We zien dan dat alle snijpunten (2, Q, ...) van de verbindingslijnen (4B & A'B’, BC & B'C}, ...)

van ‘overeenkomstige’ punten in T op dezelfde rechte lijn liggen, namelijk op de lijn s.

We kunnen overeenkomstige punten opvatten als origineel en beeld van een afbeelding f'van het
vlak T op zichzelf: fA)=A, f(B)=5B, ...

en: fP) =P f(Q=0Q,...

Een dergelijke afbeelding noemen we een affiniteit (ook wel affiene afbeelding of collineatie). De
lijn s is in dit verband de zogenoemde affiniteitsas (ook wel collineatieas).

Eigenschappen van een affiniteit zijn:

- de beelden van twee lijnstukken die gelijk en/of evenwijdig zijn, zijn gelijk en/of evenwijdig;

- een lijn en de beeldlijn daarvan snijden de affiniteitsas in hetzelfde punt;

- een punt van de affiniteitsas wordt op zichzelf afgebeeld.

Voorbeeld

Ook een (vlakke, loodrechte) spiegeling in een lijn s is
een affiniteit.
De affiniteitsas van deze afbeelding van T op T is hier de

spiegelas.
Direct is duidelijk dat de spiegeling de eigenschappen

van een affiniteit bezit.
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We kunnen de spiegeling ook zien als een scheve pro-
jectie. Daartoe vatten we drichoek ABC op als de (naar
boven) neergeslagen projectie van een drichoek abc die
gelegen is in het vlak H.

Drichoek A'B'C"is dan de scheve projectie van drichoek
 abc waarbij de projecterende lijn / loodrecht staat op s,
~ een hoek van 45° maakt met T en ‘naar beneden gericht’
is.

De spiegelas is de snijlijn s van de vlakken H en T. .
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